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Now dkcrivons des conditions nkessaires pour qu’un sow-groupe de gCnCration finie d’un 
groupe de Lie G soit le groupe d’holonomie d’un G-feuilletage de Lie sur une variCtt compacte. 
1. INTRODUCTION 
Etant donne un feuilletage, on lui associe classiquement un “pseudo-groupe 
transverse”. Nous nous interessons ici aux contraintes que peut imposer la 
compacite de la varitte ambiante a ce pseudo-groupe. 11 est clair que le premier 
cas a envisager est celui ou le pseudo-groupe est un groupe et plus precisement 
celui des feuilletages de Lie. 
Fixons nous un groupe de Lie simplement connexe G. Rappelons brievement 
qu’un “G-feuilletage de Lie” sur une variett compacte A4 est un feuilletage 9 
defini par des submersions locales sur G, les changements de cartes transverses 
&ant des translations a droite de G. Dans une telle situation, le releve @de 9 
dans le rev&tement universe1 I@ de M est dtfini par une fibration localement 
triviale D de h;r sur G. Cette fibration est “l’application developpante”. De 
plus, il existe une representation “d’holonomie” H, du groupe fondamental de 
M dans G, telle que @y-x) =D(x)H(y) (ou y est un element de nr(M) et y .x 
designe l’action de y sur le point x de A?). L’image r de H est un sous-groupe 
de G, appele “groupe d’holonomie de 9”. Ce sous-groupe, defini a conju- 
gaison interieure p&s, contient toute la “structure transverse de 5”. Pour 
toutes ces notions, voir [Fe] ou [Th]. 
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La question precise a laquelle nous nous interessons ici est posee par A. 
Haefliger dans [Ha]; “Soit r un sous-groupe de G. Dans quelles conditions 
existe-t-i1 un G-feuilletage de Lie sur une variete compacte A4 dont le groupe 
d’holonomie est exactement r?“. De maniere generale, nous voudrions 
montrer que de tels r possedent certaines proprittes arithmetiques (voir aussi 
[MO], pour une autre approche de ce probleme). 
Deux conditions necessaires apparaissent immkdiatement. 
1) Test de generation finie. En effet, rest l’image par H du groupe fonda- 
mental de la variete compacte M. 





de sorte que G/F est I’image du compact M. 
Comme A. Haefliger le fait remarquer dans [Ha], la condition 1 est suffi- 
Sante lorsque G est compact. 11 suffit pour cela de considerer une variete 
compacte I/ dont le groupe fondamental se surjecte sur r et de suspendre 
l’action de rci(V) sur G ainsi obtenue. On obtient un G-feuilletage sur un 
G-fib& principal au-dessus de V dont I’holonomie est K’. 
De m&me, les conditions 1) et 2) sont suffisantes lorsque G est nilpotent. Cela 
decoule des resultats de Malcev; sous la condition l), r est uniforme discret 
dans un groupe de Lie nilpotent i: et I’inclusion i: r+ G se prolonge en un 
morphisme i^ f-+ G qui sera surjectif sous la condition 2). 11 est alors facile de 
construire un G-feuilletage de Lie sur T-/r dont I’holonomie est T’. 
Lorsque G, n’est ni compact ni nilpotent, nous donnons une condition 
necessaire supplementaire. Celle-ci est une inegalite portant sur la dimension 
cohomologique de K Plutdt que de donner un Cnonce precis (voir le 0 2), 
decrivons en un corollaire: 
THGORCME. Si r est un groupe libre (ayant au moins deux generateurs) et 
si G n’est pas compact, alors r ne peut pas @tre le groupe d’holonomie d’un 
G-feuilletage de Lie sur une variete compacte. 
Le premier groupe non nilpotent est le groupe affine de la droite reelle (i.e. 
le groupe, note GA, des matrices reelles du type 
avec a>O). Certains exemples de GA-feuilletages, dt?s a A. Haefliger, ont des 
groupes d’holonomie ayant de fortes proprietes arithmetiques., Nous montrons 
au 0 3 un resultat suggtrant que ces exemples pourraient bien Ctre les seuls 
GA-feuilletages de Lie sur des varietes compactes. 
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THGORfiME. Soient 
(;1 b;),..., (2 “1? 
I elements de GA. Alors, le groupe engendre par ces elements ne peut &tre le 
groupe d’holonomie d’un GA-feuilletage d’une variete compacte que si les 21 
reels at, bl, . . . . a,, b, sont algebriquement dependants sur Q. 
Je remercie A. Haefliger pour avoir attire mon attention sur ce probleme 
ainsi que pour ses exemples de GA-feuilletages de Lie. Je remercie Cgalement 
Y. Carriere et V. Sergiescu pour l’intCr& qu’ils ont Porte a ce travail. 
2. DIMENSION COHOMOLOGIQUE DES GROUPES D’HOLONOMIE 
Si X est un CW-complexe, nous noterons &r(X) la “dimension cohomo- 
logique reelle” de X. 11 s’agit de la borne superieure (Cventuellement infinie) de 
l’ensemble des entiers n tels qu’il existe un systeme local de R-espaces vectoriels 
{E} sur X satisfaisant H”(X, {E})#O. Si r est un groupe, nous noterons 
&r(r) l’entier dcr(K(T, 1)). 
Cette notion de dimension cohomologique rtelle est la plus petite des 
dimensions usuelles (dimension comme CW-complexe, dimension ‘cohomo- 
logique obtenue a partir d’un module (E} quelconque, dimension cohomo- 
logique virtuelle, i.e. le minimum des dimensions cohomologiques des revete- 
ments finis. . . ). Une minoration de la. dimension cohomologique reelle est done 
la meilleure possible. 
THeORI?ME 2.1, Si K est un sous-groupe compact maximal du groupe de Lie 
simplement connexe G et si I- est le groupe d’holonomie d’un G-feuilletage de 
Lie sur une variete compacte, alors 
&r(r) L dim (G) - dim K. 
De plus cette inegalite ne peut @tre une tgalite que dans le cas oh r est 
uniforme et discret dans G. 
Avant de demontrer ce resultat, donnons en deux corollaires dont le premier 
gtneralise l’enonce donnt dans I’introduction. 
THEOR~ME 2.2. Soit run groupe obtenu a partir de Z et de groupes finis a 
l’aide d’un nombre fini de produits libres et d’extensions finies (par exemple un 
groupe libre). 
Si T n’est pas une extension finie de Z et G n’est pas compact, alors Tne peut 
pas &tre le groupe d’holonomie d’un G-feuilletage de Lie sur une variete 
compacte. 
DEMONSTRATION. 11 est facile de voir que si r est un tel groupe, alors 
dcr(T)r 1 (voir [Sm]). L’inegalite don&e par le theoreme 2.1 donne alors: 
12 &r(r) 2 dim G - dim K. 
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Si G n’est pas compact, on a done l’egalite: 
dim K=dim G- 1 
et rest uniforme et discret dans G. 
Par consequent, G est un groupe de Lie simplement connexe contenant un 
sous-groupe compact maximal de codimension 1; il a done deux bouts. Puisque 
rest uniforme et discret dans G, c’est que T’ possede lui aussi deux bouts (voir 
[Ep]). D’apres la classification des groupes a deux bouts, r est une extension 
finie de Z. n 
PROPOSITION 2.3. Soient Al, AZ, . . . , AI 1 matrices de GL(n, R). Le groupe 
engendre par les Ai ne peut &tre le groupe d’holonomie d’un GL(n, R)- 
feuilletage de Lie sur une variete compacte que si les In2 coefficients des 
matrices Aj sont algebriquement dependants sur Q. 
DfiMONSTRATION. Si w est un mot non trivial du groupe libre a 1 generateurs, 
on designe par ic : M,( iR)‘-*M,(R) I’application polynomiale a coefficients 
rationnels consistant a Cvaluer w sur I matrices. Les sous-varietes algebriques 
IT- ‘(id) sont strictes car il existe des sous-groupes libres a 1 generateurs dans 
GL(n, R). Si les coefficients des Aj sent. algebriquement independants sur Q, le 
point (Ar,A2, . . . . A,) ne peut appartenir a aucune de ces sous-varietes W- ‘(id) 
et le sous-groupe engendre par les Ai est alors libre. Ceci contredirait 2.2. n 
Pour demontrer 2.1, commencons par le lemme suivant: 
LEMME 2.4. a) Soit p:X-+B une fibration de Serre, de fibre F. Alors 
&r(X) I &r(B) + &r(F) 
b) Soit rc: Y-2 un revetement galoisien de groupe r. Alors: 
dcr(.z) I dcr( Y) + h(r). 
DEMONSTRATION. a) Si (E} est un systeme local de R-espaces vectoriels sur 
X, il existe une suite spectrale Efq telle que E2pq = W’(B;H?(F, {E})) et conver- 
geant vers la cohomologie de X a valeurs dans (E). Si p + q> &r(B) + &r(F), 
on a p>&(B) ou q>dcr(F), de telle sorte que El4 = 0. Par consequent, 
Hp+q(2, {E}) =0 et on a l’inegalite souhaitee. 
b) On procede de m&me en utilisant la suite spectrale d’un revetement 
galoisien. HI 
DGMONSTRATIONDE 2.1. Soit 71: *--+A4 le revetement de M associe au noyau 
de la representation d’holonomie H. Ce revetement est galoisien, de groupe r. 
De plus, la fibration D de A? sur G passe au quotient en une fibration D de ji? 
sur G car D(y .x) =D(x) si y E Ker H. La fibre de D est diffeomorphe a 
n’importe quelle feuille L du feuilletage consider6 car ropke sans point fixe 
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sur G. D’apres le lemme precedent, applique a D et a n, on a: 
dcr(ti) 5 dcr(G) + dcr(L) 
dcr(M) I dcr(hT) + dcr(T) . 
Puisque M est une variete compacte, on a dcr(M) = dim M. De m&me, L Ctant 
une variete, on a dcr(L) 5 dim (L), l’inegalite Ctant stricte sauf si L est compacte. 
Enfin, on sait qu’un groupe de Lie simplement connexe a le type d’homotopie 
d’un sous-groupe compact maximal K. On a done dcr(G) = dim K puisque K 
est une variete. 
On obtient alors: 
&r(T) L dcr(M) - dcr(Zi?) 2 dim M - dim K - dim L 
En remarquant que dim M- dim L est la codimension du feuilletage, c’est-a- 
dire la dimension de G, on obtient l’inegalite desiree. Cette inegalite est stricte 
sauf si L est compacte, c’est-a-dire si le feuilletage est une fibration au-dessus 
d’un quotient compact G/T. C’est done le cas exactement lorsque r est uni- 
forme et discret dans G. q 
QUESTION 2.5. La dimension cohomologique reelle de groupe d’holonomie 
d’un G-feuilletage de Lie est-elle toujours finie si par exemple G est contractile? 
3.FEUILLETAGESTRANSVERSALEMENTAFFINES 
Nous considerons ici le cas du groupe de Lie GA des bijections affines de R 
preservant l’orientation. Commencons par dtcrire certains exemples, dQs a 
A. Haefliger. 
Soit k un corps de nombre, .ti son anneau des entiers et U le groupe des unites 
de JY. Pour simplifier, nous ferons deux hypotheses sur k. 
1) k est totalement reel, i.e. tout plongement de k dans Cc a son image 
contenue dans I?. Soit i:k-+R un de ces plongements. 
2) si u est une unite de U telle que i(u)>O, alors tous les conjugues u’ de 
u satisfont aussi i(u’) > 0. 
Dans ces conditions, on a les proprietes suivantes; .ti, comme groupe additif 
est isomorphe a Z” ou n est le degre de k sur Q et le groupe des unites u telles 
que i(u)>0 est isomorphe a Z”- ‘. (Voir [Sal). 
PROPOSITION 3.1. Sous les conditions 1) et 2) precedentes, il existe un GA- 
feuilletage de Lie sur une variete compacte dont le groupe d’holonomie est le 
groupe r des matrices 
a b 
( > 0 1 
ou a est un reel positif du type i(u) (U E U) et b est I’image par i d’un entier de .e/. 
DEMONSTRATION. Le groupe des unites opere sur le groupe additif des 
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entiers. On a done un produit semi-direct: 
o+jp+~+~“-‘-r(). 
Si u est une unite telle que i(u)>O, I’action de u sur d est donnee par une 
matrice de SL(n,Z). Si u1,u2, ,.., u,-, designe une base de T-l, notons 
u,, u2, . . . . U,-, les matrices correspondantes. Par hypothese, toutes ces 
matrices ont toutes leurs valeurs propres positives et sont done les exponen- 
tielles de matrices W,, *g2, . . . , o&- i de M(n, fR). On peut done “tensoriser” la 
suite exacte precedente par IR, pour obtenir un groupe de Lie G 
oti l’element (ti, t2, , . . , t,-,) de lR”-’ opere sur [R” par exp (tl 9i + t2q2+ . . . + 
+t,-, q-1). 
11 est clair que r se plonge dans G comme sous-groupe uniforme et discret. 
Pour construire un GA-feuilletage sur G/T, il nous suffit maintenant de con- 
struire un morphisme de G sur GA. Ce morphisme s’obtient aisement. Sur IR” 
on le definit en tensorisant tout d’abord par iR I’injection i de Z”=d dans IR 
et en plongeant ensuite fR dans GA par 
Sur V-l, on definit le morphisme cherche en envoyant (tl, t2, . . . . tnpl) sur 
l’element 
( 
i(ul)tli(u2)f2... i(u,-,)‘fl-l 0 
0 1 > 
de GA. On verifie que ceci definit bien un morphisme et que l’holonomie du 
feuilletage obtenu est bien celle d&rite dans l’enonce de la proposition. H 
REMARQUE. Lorsque n = 2, on retrouve les exemples de flots de Lie sur les 
varietes de dimension 3 (voir [Cal). En general, la variett ambiante est un fibre 
en tores T” au-dessus du tore Tn-‘. Les feuilles sont denses des que n 13. 
Dans ces exemples, tous les coefficients des elements du groupe d’holonomie 
sont algebriques. Rappelons que nous voulons montrer dans ce paragraphe le 
theoreme suivant: 
THGORGME 3.2. Soient 
(o”l b;),..., (2 7) 
I elements de GA tels que les reels (ai, b,, . . . . aI, b,) sont algebriquement 
independants sur Q. Alors, le sous-groupe de GA engendre par ces elements ne 
peut pas ?tre le groupe d’holonomie d’un GA-feuilletage de Lie d’une variete 
compacte. 
L’idee de la demonstration va consister a “deformer” des groupes d’holo- 
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nomie pour se ramener a des groupes plus simples. Pour cela, il va falloir 
utiliser des “groupes d’holonomie” qui ne sont pas necessairement plonges 
dans G. De maniere precise, si rest un groupe de generation finie et si @ : r+G 
est un morphisme non necessairement injectif, a valeurs dam le groupe de Lie 
simpiement connexe G, nous dirons que “@ est realisable” s’il existe: 
a) une variete compacte M munie d’un G-feuilletage de Lie 
b) une surjection s de rcl (M) sur r telles que, si H designe la representation 
d’holonomie de ce feuilletage, de ni(M) dans G, on a: H=#os. 
Indiquons un critere facile permettant de montrer que certains morphismes 
ne sont pas realisables. Cependant, ce critltre ne sera utile que lorsque o(T) n’est 
pas dense dans G. 
LEMME 3.3. Si 0 : T--+G est realisable et si l’on note G(r), la composante 
connexe de l’identite de l’adherence de G(r) dans G, alors @(T)n@(f), est de 
generation finie. 
DGMONSTRATION. On a toujours le diagramme commutatif 
M- G/@(r) 
Par consequent, M fibre au-dessus de G/@(T). Soit F une fibre de cette 
fibration. Le feuilletage sur M est tangent a F et sa restriction a F est un 
feuilletage de Lie dont le groupe transverse n’est autre que G(r),. Si i: F--+&f 
designe l’inclusion et i, le morphisme induit au niveau des groupes fonda- 
mentaux, le morphisme d’holonomie de la restriction du feuilletage g F est 
Hoi*: n,(F)-,@(T),. 
On a done 
do n w7, = Ho i&l 67) 
qui est alors de generation finie puisque F est compacte. n 
Appliquons ce lemme au cas de GA. 
LEMME 3.4. Soit 0 :I’-+GA un morphisme rtalisable. Notons A : GA-+R: le 
morphisme defini par 
A 
a b 
(( >> =a. 0 1 
Si I’image de A 04 est infinie cyclique, alors celle-ci doit Ztre constituee d’entiers 
algebriques. 
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DEMONSTRATION. Si l’image de A o@ est engendree par un Clement u> 0, 
l’image de @J ne peut Ctre dense dans GA. L’adherence de G(r) est done un sous- 
groupe de Lie de GA de dimension 0 ou 1. Tenant compte du fait que GA/@(r) 
doit &tre compact, on voit que e(r) doit Etre le groupe 
-- 
La composante connexe de l’identitt de @J(T) est identifiee a IR par 
Le groupe @(T)n@(r), est distingue dans G(r). La conjugaison interne par 
un element de @(r) du type 
u * 
( > 0 1 
opere par multiplication par u dans @(r), car: 
(t I*)(: !)(a ;)-I=(:, Y) 
D’apres le lemme precedent @(Z),n@(r) est un sous-groupe de IR de gene- 
ration finie. Ce sous-groupe devant &tre invariant par multiplication par U, il 
est bien connu que ceci entraine le fait que u est entier algebrique. 11 en est alors 
de m&me pour toutes les puissances de u, c’est-a-dire pour les elements de 
Ao@(Z-). n 
Dans le but de nous ramener au lemme precedent, nous allons “perturber” 
un morphisme realisable. 
LEMME 3.5. L’ensemble des morphismes realisables de r dans G est ouvert 
dans l’espace des morphismes de r dans G (ce dernier espace est muni de la 
topologie de la convergence uniforme sur un systeme fini de generateurs de r). 
DI~MONSTRATION. Ce lemme est “bien connu”. Voici une esquisse de demon- 
stration. Si Fest un G-feuilletage sur kf, on peut suspendre la representation 
de lzi(M) dans G. On obtient un G-fibre E au-dessus de A4 muni d’un feuille- 
tage “horizontal” 5 De plus, il existe une section naturelle s de A4 dans E, 
fournie par le cocycle de definition de 8, telle que s est transverse a Yet que 
F=s*(~). Si $’ est une representation proche de la representation donnee de 
x1(M) dans G, on peut realiser la suspension de $J’ sur le m&me espace total E, 
de telle sorte que le nouveau feuilletage horizontal P soit proche de Yet done 
transverse a s. Le feuilletage s*(P) est alors un G-feuilletage dont la repre- 
sentation d’holonomie est Q’. n 
LEMME 3.6. On se place dans les conditions du theoreme 3.2. Soit 
ua1, (x2, . . . , a,) le groupe libre a 1 generateurs et r le sous-groupe de GA 
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engendrt par 
(“d’ “;),...,(; 41). 
Soit j l’inclusion de r dans GA et n le morphisme nature1 de L(at, . . . , a,) sur 
r, envoyant ai sur 
Alors, tout morphisme de L(cr,, . . . , a,) dans GA se factorise a travers r. 
DEMONSTRATION. Le noyau de n est le groupe des “relations”. Si w est un 
mot de L(at, . . . . al) tel que x(w) =id, on considere l’application B de 
GA’+GA consistant a tvaluer w sur un I-uplet de GA. 11 s’agit d’une appli- 
cation polynomiale a coefficients rationnels. Puisque 
w((;1 “i>,...,(; 41))=(; ;) 
et que les elements (a,, bl, . . . . al, 6,) sont algebriquement independants sur Q, 
c’est done que la relation est identiquement verifiee dans GA. (Test-a-dire que 
le noyau de n contient le noyau de tous les morphismes de L(at, . . . . al) dans 
GA. n 
DEMONSTRATION DU TH~ORI~ME 3.2. Supposons, par l’absurde, que l’in- 
elusion j : D.+GA est realisable. 
Approchons jo rc par un morphisme f de L(at, . . . , a,) dans GA tel que: 
1. A of(a,) est transcendant 
2. les reels A of(ai) sont des puissances rationnelles de A of(a,). 
D’apres le lemme 3.6, f s’t’xrit sous la forme j, 0 TC ou j, est une represen- 
tation de rdans GA, proche dej. Celle-ci est encore realisable d’apres le lemme 
3.5. et satisfait la condition du lemme 3.4. car le groupe engendre par les reels 
A of(cq) est cyclique. Le reel A of(al) devrait alors etre entier algebrique, ce 
qui est contraire a la condition 1. Ceci termine la demonstration du theoreme 
3.2. n 
Le resultat que nous venons de montrer suggtre les questions suivantes: 
QUESTION 3.7. Si G est un groupe resoluble, est-il vrai que le groupe d’holo- 
nomie d’un G-feuilletage de Lie d’une variete compacte est necessairement 
polycyclique? (Cf. [Wo]). 
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QUESTION 3.8. Si G est contractile, le groupe d’holonomie r d’un G- 
feuilletage de Lie sur une variktt compacte est-il toujours de prtsentation finie? 
H,(T,Z) est-il de gCnCration finie? 
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